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. Risolvere il problema di Cauchy {

. Risolvere il problema di Cauchy {

. Trovare la soluzione generale del sistema {

EQUAZIONI DIFFERENZIALI E SISTEMI
Esercizi svolti

. Determinare la soluzione dell’equazione differenziale (t? + 1)z’ 4+ 22 = 0.

' +ttanz =0

z(0) = %7‘(‘.

. Determinare a per cui x(t) = te® & una soluzione di tz” —tz’ —z = 0.

Trovare la soluzione generale delle equazione lineare (sint)x’ + (cost)r = et.

r—x=1

z(0) = 0.

Ty = o

xh = 4a1 + 3x9.

T =311 — 12 — 23 21(0) =1
Trovare la soluzione di ¢ xf = 5z — 2z — 43 con x2(0) =0
zhy = —4dx1 + 3z + Sx3 z3(0) =0

) ) ] 2" — 2z — 8x =0, ) _
Determinare la soluzione di e il suo valore in = 0.
z(1)=12'(1)=0

Determinare una soluzione particolare di z” — 42’ + 5z = €%/(1 + cost) + 5t2.

2 —x=te

z(0) = 0 = 2/(0).

¢
Risolvere il problema {

Verificare che sin 2t ¢ una soluzione di 2" +4z" +8x" +162’ +16x = 0, e trovare la soluzione
generale.

Siano X = (zl) e A= (_12 _42) . Trovare la soluzione di X' = AX con X(0)= <(5)> .



EQUAZIONI DIFFERENZIALI E SISTEMI
Esercizi svolti - SOLUZIONI

. Se x non ¢ identicamente nullo, abbiamo

x 1 N /dw / dt N 1 tant +
- — - = — _— — — arctan C
x2 1+ ¢2 x2 1+¢2 x

1
arctant + ¢’

Quindi,
x(t) =

¢ costante. L’equazione ammette anche la soluzione z(¢)=0 (che corrisponde a ¢ = +00).

. Separando le variabili,

x coS T
=t = / ——dx = — /t dt
tanx sin x

. . 42

= In(sinz) = —3t2 + ¢ = sinz = ae™*/2,

dove ¢, a = e sono costanti. Ponendo la condizione iniziale si ottiene a = 1, e quindi la
. . . . 2

soluzione del problema di Cauchy risulta essere z(t) = arcsin(e=*/2).

. Sostituendo x = te® nell’equazione si ha
tle™(—a®t — 2a)] — t[e™(—at — 1)] — [~te?] =0 = (a — a®)t* + (2 — 2a)t = 0.

I coefficienti di ¢ e t? devono annullarsi, quindi a = 1.

. Divido per sint e ottengo

cost et

!
r+-—r=—
sint sint’

da cui, applicando la formula integrale, si ottiene

t
— AW € AW
z(t)=e (c—i—/ e dt),

S1n

dove A(t) = [ <Ldt =1In(sint), e quindi

sint
1 c+ et
t :—( tdt) = )
z(?) sint c+/e sint

. Applicando la formula integrale si ottiene

t
x(t) = e A0 (:L'o + / 1. eA(S)d.s).

to

In questo caso, to =0, zo =0, e A(t) = [(—1)dt = —t. Quindi,
z(t) =€ (0 + [—675]6> =el(l—-ef)=e —1.

Lo stesso risultato segue dal fatto che, moltiplicando 1’equazione originale per eA®) = ¢t gi

ottiene 4(e~'z) =et.



6. La matrice dei coefficienti e (2 ;)) , e quindi il polinomio caratteristico & A2 — 3\ — 4 =

(A—4)(A+1), con radici 4 e —1. Ne segue che z1(t) = c1e* + coe™ con ¢; e ¢y costanti, e
quindi
zo(t) = 2 (t) = dcre? — cpet.

Si puo anche eliminare x5 dal sistema, ottenendo x = 41 + 32, che da origine allo stesseo
risultato.

3 -1 -1
7. La matrice dei coefficienti ¢ A = 5 —2 —4 ], e quindi il polinomio caratteristico &
-4 3 5

A3 — 62 412X — 8 = (A — 2)2. L’unico autovalore ¢ 2 ¢ A =2I + N, dove N? = 0. Quindi,

e = T+1tN + 512N?

1 -1 -1 0 0 0
= I+t 5 -4 —4|+32( 1 -1 -1
-4 3 3 -1 1 1

t+1 —t —t

= 5t4 $t2  —At— L2414t — 3t
—4t— 3t Bt4 52 B4 5t +1
La soluzione del problema di Cauchy e

t+1
X(t) = e Xg = PN x; = 2N Xy = 2| 5t + 2|,
—4t — $t?

ciot x1 = (1 +t)e*, xo = (5t + §12)e?, w3 = —(4t + 1%)e*.

8. 1l polinomio caratteristico & A2 — 2\ —8 = (A —4)(\A +2) e le radici sono 4, —2. La soluzione
generale dell’equazione & percid cie* + coe™2t e le condizioni iniziali danno

{ cret + e 2 =1

—4
dere* — 2c9e72 =0

= 62:20166 = c = %e
Quindi z(t) = et 4+ 2272 e 2(0) = §(e7! + 2¢?).

9. Risolviamo prima ’equazione omogenea L(x) = 0 dove L(z) sta per a2’ — 42’ + 5z. 1l
polinomio caratteristico p(A\) = A2 — 4\ + 5 ha radici complesse A = (4 £+/—4)/2 =241, e
quindi la soluzione generale & €% (cy sint+cp cost). Per determinare una soluzione particolare
basta trovare soluzioni particolari per le equazioni L(z) = e?, L(x) = e* cost e L(x) = 5t2
e poi sommarli:

2t

2t si cerca una soluzione nella forma z(t) = ae?. Sostituendo

Per l'equazione L(z) = e

nell’equazione L(z) = e?' si ottiene la condizione a = 1, e quindi la soluzione particolare €.
Siccome e?!cost ¢ soluzione di L(z) = 0, l'equazione L(z) = e? cost ha una soluzione
particolare nella forma x(t) = te?(bysint + bycost). Sostituendo nell’equazione L(z) =

o ) . . ) sint o
e“' cost si ottiene la soluzione particolare Te .

Per l'equazione L(z) = 5t, si cerca una soluzione nella forma z(t) = ¢ + cat + c3t?. Sos-
tituendo nell’equazione L(x) = 5t2 si ottiene la soluzione particolare

a(t) =2 + 8t + 12



10.

11.

12.

Una soluzione particolare dell’equazione originale & quindi :
a(t) =€ + Ltsint+ 2 + St 442

Notare che a tale funzione si pud sempre aggiungere una qualsiasi combinazione lineare di

e?sint e e?* cost e si ottiene comunque una soluzione particolare dell’equazione originale.

Il polinomio caratteristico & A2 — 1 e quindi 1’equazione omogenea L(x) = 0 ha soluzione
generale cje’ + cpe™ . Essendo €' soluzione di L(x) = 0 cerco la soluzione particolare nella
forma z(t) = t(a1 + ast)e’. Sostituendo nell’equazione L(z) = te' si ottiene la soluzione
particolare — 1te? + 2¢2ef. Tutte le soluzioni dell’equazione originale sono quindi

x(t) = cre’ + coe™h — Ltet + %t%t.
1

Le condizioni iniziali danno origine alle due condizioni ¢; +¢c2 =0 e ¢; —c2 — 3 = 0, cioe

c1 = % = —co. La soluzione del problema di Cauchy &

a(t) = L' —e ™" —2te' + 2t2€l].

Il polinomio caratteristico & p(A) = A* +4X3 +8\2 +16A+16. sin 2t & una soluzione se e solo
se 2i, —2i sono radici. Effetivamente p(2i) = 2* —4i23 — 822 +16i2+ 16 = 0, e quindi sin 2t
& una soluzione. E facile osservare che A = —2 & un’altra radice e quindi, essendo il prodotto
delle 4 radici uguale a p(0) = 16, le radici sono —2, —2, 2i, —2i. La soluzione generale &

x(t) = (c1 + Cgt)€_2t + c3 sin 2t + ¢4 cos 2t.

A ha polinomio caratteristico A — 5\, e quindi autovalori 0 e 5. Se B = (% _12> € una
matrice le cui colonne sono autovettori di A, allora D = B~'AB = (8 g) . Segue che

A tBDB*l_ D1 2 1 1 0 -2 -1 1 _ 1 4+e5t 2—2651&
e =e = Be'” B (1 2) (0 bt -1 2 =5 7 5\ 2-2e% 14 4€%

. < tA _ 2 — 2€5t
La soluzione ¢ ¢ Xy = <1 4aest )



